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Геометрические задачи на плоскости.
Основные формулы и теоремы.

10. Произвольный треугольник АВС:   h – высота;  m – медиана, 
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                                                                  β – биссектриса ,  r – радиус

                                                                 вписанной окружности,  

                                                                  R – радиус описанной окружности.
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 – формула Герона.
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 Теорема синусов
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 Теорема косинусов
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4.

Центр вписанной окружности – точка пересечения биссектрис, радиус вписанной окружности
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 Основное свойство биссектрисы угла Δ ΑΒC:
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60. Центр тяжести ∆ АВС – точка пересечения медиан треугольника. Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения в отношении 2׃1, считая от вершины.

70. Центр описанной окружности – точка пересечения серединных перпендикуляров. Радиус описанной окружности:


[image: image12.wmf].

4

abc

R

S

=


80.  Прямоугольный треугольник.
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 а , b – катеты; с – гипотенуза, аc, bc – проекции катетов на   гипотенузу.

     a2 + b2 = c2  – теорема Пифагора .
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 Радиус описанной окружности  прямоугольного треугольника равен половине гипотенузы
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90. Равносторонний треугольник:   a = b = c ,   α = β = γ = 60 0.
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100.  Произвольный выпуклый четырехугольник.
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d1 и d2 – длины диагоналей, 
φ – угол между ними .
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110.  Квадрат
d1 = d2, d1 ┴ d2,  S = a2,   S = 
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 d2,    r = 
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120 . Ромб

         d1 ┴ d2 ,   
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130.  Параллелограмм
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140.  Трапеция
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MN – средняя линия, MN ║ AD .
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 Если   a + b = c + d , то в трапецию можно вписать окружность. Если 
[image: image37.wmf]cd
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, то вокруг трапеции можно описать окружность.

150.  Окружность, круг

С = 2πr  – длина окружности.

S = πr2   – площадь круга.

160.  Сектор, сегмент

α – радианная мера центрального угла,

n0 – градусная мера центрального угла.
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Примеры решения геометрических задач.

Задача 1.  Внутри круга, радиус которого равен 13 см., дана точка М, отстоящая от центра на 5 см. Через точку М проведена хорда АВ длиной 25 см. Найти длины отрезков АМ и МВ.

Решение: задача будет иметь очень простое решение, если воспользоваться свойством двух хорд, которые пересекаются в точке  М (причем неважно внутренняя это точка круга или внешняя): произведения отрезков пересекающихся хорд равны.
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 Пусть АМ = x, МВ равно y, тогда по условию задачи и с учетом свойства:
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Ответ: 9 см и 16 см.

Задача 2. Основание Δ АВС равно 
[image: image44.wmf]98

. Определить длину отрезка прямой, параллельной основанию и делящей площадь Δ АВС пополам.

Решение: так как МN║AC, то Δ MBN ∞ Δ АВС (по трем углам), а следовательно, справедливо следующее свойство подобных фигур: площади подобных фигур относятся как коэффициент подобия в квадрате.

В нашем случае:
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По условию задачи


[image: image46.wmf]1

()().

2

SMBNSABC

D=D



[image: image47.wmf]()()

2;

()1/2()

SABCSABC

SMBNSABC

DD

==

DD



[image: image48.wmf]2

22

9898

249

2

kMN

MN

æö

==Þ==

ç÷

ç÷

èø

.


[image: image49.wmf]7.

MN

=


Ответ: MN = 7 cм.
Задача 3. Дан Δ АВС со сторонами 8, 12, и 12,5. Проведена окружность, касающаяся меньших сторон и имеющая центр на большей стороне. Найти длины отрезков, на которые центр окружности делит большую сторону.

Решение: пусть АМ = x, MC = y, причем x + y = 12,5 (так как центр окружности точка М лежит на большей стороне).
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Рассмотрим два треугольника:  Δ АВМ и Δ ВМС, считая основаниями АМ и МС соответственно, эти треугольники имеют общую высоту из вершины В.

Далее воспользуемся свойством: если у треугольников высоты равны, то их площади относятся как длины оснований.
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С другой стороны,  выразим площади этих треугольников через формулу 
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Вернемся к отношению (*): 
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Получим систему уравнений:
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Ответ: АМ = 5, МС = 7,5.

Задача 4. Дан Δ АВС, площадь которого равна 5 см2. Две стороны равны 
3 и 4 см. Найти площадь треугольников S1 и S2, на которые делится данный треугольник биссектрисой угла между данными сторонами.

Решение: рассмотрим Δ АСА1 и Δ АВА1, у этих треугольников общая высота из вершины А, следовательно, их площади относятся как длины оснований, т.е.
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Далее воспользуемся основным свойством биссектрисы угла треугольника: биссектриса делит сторону треугольника на отрезки пропорциональные сторонам угла, считая от вершины.

В нашем случае
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Учитывая условие и равенство 
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, получим:
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По условию задачи 
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Ответ: 
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Задача 5. Найти углы Δ АВС, если известно, что две его стороны видны из центра вписанной окружности под углами 102( и 126( .

Решение: так как центр вписанной окружности – это точка пересечения биссектрис, а сумма углов треугольника равна 180(, то удобно обозначить углы Δ АВС: 2α, 2β, 2γ.

Тогда для треугольников АВО, ВОС, СОА, учитывая условия задачи, можно записать:
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Ответ: углы Δ АВС равны 840, 240, 720.

Задача 6. Один из углов Δ АВС равен 600. Противоположная ему сторона делится проведенной к ней биссектрисой на отрезки длиной 1 и 3. Найти две другие стороны треугольника.

Решение: пусть АС = x, АВ = у, тогда по основному свойству биссектрисы 5(:
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Далее воспользуемся теоремой косинусов 30:
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Получим систему уравнений:
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Ответ: 
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Задача 7. Катеты прямоугольного треугольника равны 8 и 15. Чему равно расстояние от вершины прямого угла до центра вписанной в этот треугольник окружности.

Решение: Δ АВС –прямоугольный, следовательно по теореме Пифагора 80:
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Далее воспользуемся свойством касательных из данной точки к одной окружности: длины отрезков касательной из данной точки к одной окружности равны.

В нашем случае окружность вписана в треугольник, следовательно, 
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По условию АМ + МВ = АВ 
[image: image80.wmf]Þ

  15 – R + 8 – R = 17, 2R = 23 – 17, R = 3.

Из Δ СON он прямоугольный и равнобедренный (CN = NO = R) по теореме Пифагора 80 получим:
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Ответ: 
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Задача 8.  В прямоугольном треугольнике из вершины прямого угла проведены высота и медиана. Найти отношение большого катета к меньшему, если отношение высоты к медиане 12:13.

Решение:   по условию задачи 
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[image: image225.png]


 EMBED Equation.DSMT4  
[image: image84.wmf]12

.

13

СН

СМ

=



Пусть AC = x; CB = y, тогда по теореме Пифагора для Δ АВС:
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По свойству медианы прямоугольного треугольника: медиана прямоугольного треугольника, проведенная к гипотенузе, равна половине гипотенузы, получаем: 

               СМ = МВ = МА  
[image: image86.wmf]Þ

 CM = 
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 AB = 2 см.   
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Возвращаясь к равенству (*), получаем: 
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Далее найдем площадь  Δ АВС:

S(Δ АВС) = 
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По условию задачи 
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Тогда 
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Учитывая (***) и другое выражение для площади ∆ АВС, получаем:
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Пусть 
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Ответ: 
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Задача 9. Около круга радиусом R = 2 описана равнобочная трапеция, площадь которой  S = 20. Найти длины сторон трапеции.

Решение: пусть основания трапеции  AD = b; BC = a, тогда из формулы площади трапеции  140 
[image: image105.wmf]24

hr

==

.


[image: image106.wmf]2

ab

Sh

+

=×=>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image107.wmf]420

2

ab

+

×==>



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image108.wmf]10

ab

+=

.

[image: image226.png]7&



Далее по свойству четырехугольника, описанного около окружности: суммы противоположных сторон равны.

AD + BC = AB + CD.

Tак как трапеция равнобедренная, то 
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Найдем АВ по теореме Пифагора из      Δ АВН, учитывая, что высота трапеции равна диаметру вписанной окружности:
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Возвращаемся к уравнению (*): 
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Получим систему уравнений:
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Зная 
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Ответ: 
[image: image123.wmf]5;2;8.
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Задача 10.  Дан выпуклый четырехугольник АВСD, диагональ 
[image: image124.wmf]2

АС

=

. Найти площадь круга, описанного около ∆ АВD , если 
[image: image125.wmf]Ð

ABC = 105(; 
[image: image126.wmf]Ð

ACD = 42(; 
[image: image127.wmf]Ð

DAC = 63(.

Решение:  так как сумма углов треугольника равна  180( , то находим величину угла D:
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ACD = 
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CDA = 180(.
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ACD = 180( + 63( + 42( = 75(.
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Если 
[image: image132.wmf]Ð

ABC + 
[image: image133.wmf]Ð

CDA = 180(, 105( +75( = 180(, то, следовательно, вокруг четырехугольника ABCD можно описать окружность, т.е. окружность описанная около четырехугольника ABCD, совпадает с окружностью, описанной около ∆ АВD и ∆ АDC.

В треугольнике ∆ АВD нам известны все три угла и сторона, поэтому запишем теорему синусов для этого треугольника по 20:
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Вычислим 
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Для радиуса описанной окружности получили выражение


[image: image143.wmf]
Далее найдем площадь круга:
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Ответ: 
[image: image146.wmf]2
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Задача 11. В параллелограмме одна из сторон равна 
[image: image147.wmf]23

, а диагональ –8. Найти синус угла между диагоналями, если другая диагональ составляет с заданной стороной угол 600.

[image: image228.png]


Решение: так как диагонали параллелограмма пересекаются и точкой пересечения делятся пополам то
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. Рассмотрим ∆ ВОС и воспользуемся теоремой синусов
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Ответ: 
[image: image152.wmf]3
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Задача 12. Определить площадь ∆ АВС, если две его стороны равны 
1 и 
[image: image153.wmf]13

 см, а медиана к третьей стороне равна 2 см.

[image: image229.png]A



Решение: сделаем дополнительное построение: отложим вдоль прямой ВМ отрезок МD, равный 2 см. Полученная фигура – параллелограмм; потому что четырехугольник, у которого диагонали пересекаются и точкой пересечения делятся пополам есть параллелограмм.
Следовательно S(∆ АВС) = S(∆ ВСD), так как
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∆ ВMC – общая часть.

Найдем S(∆ ВСD) по формуле Герона, если известны длины трех сторон треугольника:
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Ответ: 
[image: image161.wmf]2
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Задача 13. В прямоугольном треугольнике медианы острых углов равны 11 и 7. Вычислить площадь квадрата, сторона которого равна гипотенузе данного треугольника.

Решение: так как ВВ1, АА1 – медианы ∆ АВС, а А1В1 – средняя линия 
∆ АВС,  это значит, что А1В1 ║ АВ, А1В1 = 
[image: image162.wmf]1

2

 АВ.

Найдем длины отрезков А1С и В1С по теореме Пифагора из треугольников ВВ1С  и АА1С: А1С = x.
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По теореме Пифагора из 
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Так как 
[image: image174.wmf]11
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Далее найдем площадь квадрата, построенного на гипотенузе прямоугольного ∆ АВС: S = AB2 = 
[image: image175.wmf]434

×

 = 136 (см2).

Ответ: S = 136 (см2).

Задача 14. В прямоугольной трапеции отношение длин оснований равно 4, а отношение длин диагоналей равно 2. Найти величину острого угла трапеции.

Решение: по условию задачи
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Пусть ВС = x; AC = y, тогда
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По теореме Пифагора для ∆ ABD и ∆ ABС:
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Возвращаясь в исходное равенство: 
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 и подставляем выражение для x:
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Из 
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найдем тангенс острого угла.
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Ответ: 
[image: image190.wmf]2
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Задачи для самостоятельного решения.

1. Диагонали параллелограмма, длины которых равны  30 и 16 , образуют угол, косинус которого равен 0,7. Найти длину стороны параллелограмма, лежащей против этого угла.

Ответ: 11.

2. В прямоугольный треугольник, катеты которого равны 10 и 15, вписан квадрат, имеющий с ним один общий угол. Найти  периметр квадрата.

Ответ: 24.

3. Катеты прямоугольного треугольника равны 30 и 40. Определить медиану треугольника, проведенную к гипотенузе.

Ответ: 25.

4. Площадь прямоугольного треугольника равна 150, а один из катетов равен 15. Найти  длину высоты, опущенной из вершины прямого угла.

Ответ: 12.

5. Катет прямоугольного треугольника больше другого катета на 10 и меньше гипотенузы на 10. Найти гипотенузу треугольника.

Ответ: 50.

6. Высота треугольника равна 
[image: image191.wmf]8

. Прямая, параллельная основанию треугольника, отсекает от него меньший треугольник, площадь которого равна половине площади данного треугольника. Найти высоту меньшего треугольника.

Ответ: 2.

7. В равнобедренном треугольнике основание равно 30, высота равна 20. Определить боковую сторону треугольника.

Ответ: 25.

8. В равнобедренном треугольнике боковая сторона равна 25, а высота – 20.  Найти периметр треугольника.

Ответ: 80.

9. В равнобедренный треугольник с углом 45( при основании вписан квадрат так, что одна из его сторон лежит на основании треугольника. Найти площадь квадрата, если площадь треугольника равна 18.

Ответ: 8 ед2.

10.  В ∆ АВС дано: АВ = 34; АС = 5; ВС = 6. Найти расстояние от вершины С до высоты, опущенной из вершины В на сторону АС.

Ответ: 
[image: image192.wmf]26

.
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11. Определить площадь треугольника, если две его стороны равны  1 см  и 
[image: image193.wmf]15

 см, а медиана третьей стороны равна 2 см.

Ответ:
[image: image194.wmf]15

2

 см.

12. В треугольнике со сторонами 2, 3,5 и 4,4 на большей стороне взята точка, равноудаленная от двух других сторон. Найти длины отрезков, на которые эта точка делит большую сторону треугольника.

Ответ: 2,8; 1,6.

13. Прямые, содержащие боковые стороны равнобедренной трапеции, пересекаются под прямым углом. Найти длины сторон трапеции, если ее площадь равна 12 см2, а высота равна 2 см.

Ответ:  4, 
[image: image195.wmf]22

, 8 , 
[image: image196.wmf]22

.

14. Найти отношение длин оснований трапеции, если известно, что средняя линия делится ее диагоналями на три равные части.

Ответ:  2, 1.

15. Средняя линия равнобокой трапеции, описанной около круга, равна 68 см. Найти радиус этого круга, если нижнее основание трапеции больше верхнего на 64 см.

Ответ: 30 см.

16. Диагональ ромба равна  
[image: image197.wmf]7

45

3

,  а косинус противолежащего ей угла   равен 
[image: image198.wmf]2
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èø

. Найти сторону ромба.

Ответ:  52,5.

17. Сторона ромба равна 
[image: image199.wmf]35

. Найти косинус противолежащего   угла ромба, если его меньшая сторона равна 3.

 Ответ: 0,9.

18. Сторона параллелограмма равна 4 и 7,5, а косинус угла между ними равен 
[image: image200.wmf]29

48

. Найти длину меньшей диагонали.

Ответ: 6.

19. Одна из диагоналей параллелограмма, равная 
[image: image201.wmf]96

2

, составляет с основанием угол 60(. Найти длину второй диагонали, если она составляет с тем же основанием угол 45(.

Ответ: 
[image: image202.wmf]27

4

.

20. [image: image231.png]


В окружности радиуса 
[image: image203.wmf]3

 см из одного конца диаметра проведена касательная, а из другого – хорда, стягивающая дугу в 120(. Хорда продолжена до пересечения с касательной. Найти внешний отрезок этой секущей.

 Ответ: 1 см.

21. Из заданной точки проведены к окружности две касательные длиной 12 см, а расстояние между точками касания 14,4 см. Определить  радиус окружности.

Ответ: 9 см.

22. В ромб, которой  своей диагональю делится  на два равносторонних треугольника,  вписана окружность с радиусом 2 см. Найти сторону ромба.

Ответ: 
[image: image204.wmf]83

3

 см2.

23. В кольце, образованном двумя концентрическими окружностями, хорда большей окружности, касающаяся меньшей, равна 8 см. Определить площадь кольца.

Ответ: 16π  см2.

24. Сторона правильного треугольника вписанного в окружность равна 9 см. Вычислить площадь квадрата, вписанного в эту окружность.

Ответ: 54 см2.

25. В равнобедренный треугольник вписана окружность. Боковая сторона треугольника точкой касания с окружностью разделена на части 3 см и 4 см. Найти  площадь треугольника.

Ответ: 
[image: image205.wmf]610

 см2, 
[image: image206.wmf]433

 см2.

А





c





B





C





H





M





B





1





m





a





b





h





b





� EMBED PBrush  ���











B





C





 





d





1





D





d





2





А





B





C





(





d1





D





d2





(





h1





b





a





А





B





C





(





d1





D





d2





h





b





a





c





d





N





M





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED PBrush  ���





� EMBED Equation.3  ���








[image: image232.png]15




[image: image233.png]


[image: image234.png]A=E



[image: image235.png]


[image: image236.png]


[image: image237.png]


[image: image238.wmf][image: image239.png]c]



_1120548893.unknown

_1120552684.unknown

_1120556526.unknown

_1120916480.unknown

_1140500422.unknown

_1140500977.unknown

_1140501193.unknown

_1140501440.unknown

_1140501508.unknown

_1140501758.unknown

_1140501803.unknown

_1140501900.unknown

_1140501517.unknown

_1140501465.unknown

_1140501223.unknown

_1140501409.unknown

_1140501205.unknown

_1140501016.unknown

_1140501174.unknown

_1140501003.unknown

_1140500722.unknown

_1140500799.unknown

_1140500850.unknown

_1140500755.unknown

_1140500534.unknown

_1140500663.unknown

_1140500432.unknown

_1140499856.unknown

_1140500187.unknown

_1140500315.unknown

_1140500039.unknown

_1140498797.unknown

_1140498829.unknown

_1126598325.unknown

_1126600142.unknown

_1120557285.unknown

_1120557726.unknown

_1120559147.unknown

_1120559503.unknown

_1120559822.unknown

_1120560004.unknown

_1120560003.unknown

_1120559618.unknown

_1120559608.unknown

_1120559350.unknown

_1120559411.unknown

_1120559261.unknown

_1120558624.unknown

_1120558982.unknown

_1120559094.unknown

_1120558965.unknown

_1120558550.unknown

_1120558588.unknown

_1120557985.unknown

_1120557486.unknown

_1120557647.unknown

_1120557655.unknown

_1120557520.unknown

_1120557337.unknown

_1120557429.unknown

_1120557299.unknown

_1120557097.unknown

_1120557240.unknown

_1120557262.unknown

_1120557135.unknown

_1120556731.unknown

_1120556955.unknown

_1120556917

_1120556708.unknown

_1120554828.unknown

_1120556217.unknown

_1120556334.unknown

_1120556477.unknown

_1120556506.unknown

_1120556352.unknown

_1120556271.unknown

_1120556301.unknown

_1120556246.unknown

_1120555127.unknown

_1120556162.unknown

_1120556189.unknown

_1120555363.unknown

_1120555676

_1120555044.unknown

_1120555092.unknown

_1120555021.unknown

_1120553817.unknown

_1120554047.unknown

_1120554269.unknown

_1120554557.unknown

_1120554617

_1120554259.unknown

_1120553908.unknown

_1120553954.unknown

_1120554006

_1120553863.unknown

_1120552836.unknown

_1120553467.unknown

_1120553604.unknown

_1120553441.unknown

_1120553411.unknown

_1120553417.unknown

_1120553075

_1120552774.unknown

_1120552813.unknown

_1120552714.unknown

_1120550063.unknown

_1120551808.unknown

_1120552299.unknown

_1120552572.unknown

_1120552579.unknown

_1120552336.unknown

_1120552064.unknown

_1120552176.unknown

_1120551835.unknown

_1120550455.unknown

_1120550470.unknown

_1120551589.unknown

_1120550591

_1120550456.unknown

_1120550161.unknown

_1120550377.unknown

_1120550130.unknown

_1120549791.unknown

_1120549928.unknown

_1120550008.unknown

_1120550041.unknown

_1120549947.unknown

_1120549870.unknown

_1120549904.unknown

_1120549834.unknown

_1120549184.unknown

_1120549413.unknown

_1120549680.unknown

_1120549198.unknown

_1120549104.unknown

_1120549155.unknown

_1120549039.unknown

_1120548958

_1120543274.unknown

_1120545855.unknown

_1120548376.unknown

_1120548661.unknown

_1120548845.unknown

_1120548869.unknown

_1120548710.unknown

_1120548599.unknown

_1120548630.unknown

_1120548405.unknown

_1120547579.unknown

_1120548048.unknown

_1120548096.unknown

_1120548289

_1120547605.unknown

_1120547421.unknown

_1120547544.unknown

_1120546396

_1120547191

_1120546148.unknown

_1120544430.unknown

_1120545205.unknown

_1120545783.unknown

_1120545815.unknown

_1120545601.unknown

_1120545504

_1120545011.unknown

_1120545132.unknown

_1120544849.unknown

_1120544563

_1120544321.unknown

_1120544380.unknown

_1120544414.unknown

_1120544359.unknown

_1120543760.unknown

_1120543853.unknown

_1120544084

_1120543574.unknown

_1120543640

_1120391413.unknown

_1120392280.unknown

_1120542780.unknown

_1120542968.unknown

_1120543247.unknown

_1120543162

_1120542956.unknown

_1120542953.unknown

_1120542710.unknown

_1120542750.unknown

_1120542641.unknown

_1120542662.unknown

_1120392412.unknown

_1120391977.unknown

_1120392168.unknown

_1120392229.unknown

_1120392085.unknown

_1120391831.unknown

_1120391951.unknown

_1120391562.unknown

_1120390704.unknown

_1120391208.unknown

_1120391336.unknown

_1120391359.unknown

_1120391258.unknown

_1120390847.unknown

_1120391041.unknown

_1120391106

_1120390721.unknown

_1120390018.unknown

_1120390589.unknown

_1120390622.unknown

_1120390072.unknown

_1120389837.unknown

_1120389983.unknown

_1120389799.unknown

